Nichtlineare analytische Geometrie -

Tangentengleichungen von Kegelschnitten in Spaltform

Arbeitsblatt ‘

OO Arbeite den Beweis fiir die Tangentengleichungen der Ellipse und Parabel schrittweise durch.
Versuche fur den Fall einer Hyperbel in 1. Hauptlage den Beweis selbst zu formulieren.

Satz: \!‘ b B + alyy = a7
Die Gerade b2x7-x + a2y;-y = a2b? ist Tangente im Punkt T(xt|yr) der kgl

Ellipse in 1. Hauptlage ell: b2x2 + a2y? = a2b2.

Beweis: <
Im Beweis wird gezeigt, dass der Punkt T(xt|yr) der einzige K‘/
Schnittpunkt von Ellipse und Gerade ist. Somit muss T ein Berthrpunkt

der Ellipse sein und die Gerade muss eine Tangente der Ellipse sein.

Schneide die Ellipse und die Gerade:

Die Gleichung der Ellipse lautet b2x2 + a2y? = a?b2.
Die Gleichung der Geraden lautet b2x1-x + a2yr-y = azb2,
a’ a’ a®? a’
Aus der Geradengleichung folgt fur x: X= —b[— ZyT y=—- ZyT y
Px, b0 X b,
Damit kannst du in die Gleichung der 2 g2 2
Ellipse einsetzen: b? a——iy +a’y’ = a’b?
Xp X
uadrieren 4 252 4y 2
Q 2 2 o T8 ry 2 BTy g2y g2
Xt X:b"x; b*X;
und Vereinfachen ergibt 4 4 2
9 b2 3-2 Za sz y+ 2yT2 y? +aly? = ah?
X; X1 T
Multipliziere die Gleichung mit xs2und b? b‘a* — 2a%b?y,y +a'y,2y® +a?b’x, %y’ = a?b*x,>
und dividiere durch a2: b*a? - 2a?b%y.y + a2y, 2y? + b?x;%y? = b*x,>2
Ordne nach Potenzen von y: (azyTz + bszz)yz —2a%h?y_ -y +b? (azbz _bszz) -0
| [ E————
aZbZ aZyTZ
Die peiden Klammerausdriicke konnen a’b?y? — 2a’h’y, -y +b%a’y.? =0
vereinfacht werden:
Dividiere durch a2b2. y? -2y, y+y;2=0
Dieser Ausdruck ist ein vollstandiges v P
Quadrat (y=yr) =0
und die Losung fir y ist y=Yr.
Die L6sung fiir x ergibt sich durch b’x;x + a’y;y, = a’b?

Einsetzen von y in die Geradengleichung:
y g g a?? —a’y? b’

X = 3 = > = XT
bx; bx;

Der Schnittpunkt T von Ellipse und Gerade hat die Koordinaten T(X1|yT).
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Satz:
Die Gerade y1-y = p-(x + x7) ist Tangente im Punkt T(x1|yr) der
Parabel in 1. Hauptlage par: y? = 2px.

Eypy=px+xg)
Beweis: /

Im Beweis wird gezeigt, dass der Punkt T(x+|yr) der einzige
Schnittpunkt von Parabel und Gerade ist. Somit muss T ein
Beruhrpunkt der Parabel sein und die Gerade muss eine Tangente
der Parabel sein.

Schneide die Parabel und die Gerade:

Die Gleichung der Parabel lautet y2 = 2pX
Die Gleichung der Geraden lautet yry = p-(X + X7)
V=D X

Aus der Geradengleichung folgt fur x: X = %

Damit kannst du in die Gleichung der Y. Yy—-p-X

Parabel einsetzen: y?=2p - I T =2Yr Y= 2D Xy

Einsetzen y> =2y, -y-2p-X

T T
YT2

und Umformen ergibt y> -2y, -y+y;>=0

Dieser Ausdruck ist ein vollstandiges VY

Quadrat (y-y:) =0

und die Lésung fiir y ist Y=Y,

Die Lésung fur x ergibt sich durch Ve —D-X 20X —D- X X

Einsetzen von y in die Geradengleichung: X = Yo ¥r =P X _ PX TP Xy P/ T =x;

p p I
Der Schnittpunkt T von Parabel und Gerade hat die Koordinaten T(Xt|y).
Zusammenfassung

Tangentengleichung im Punkt T(x+|yt) eines Kegelschnitts
Ellipse: b2x2 + a2y? = a2h? Hyperbel: b2x2 - a2y2 = a2b2  Parabel: y2 = 2pX
Tangente: b2x7-X + a2yT-y = a2b? Tangente: b2x7-X - a2yr-y = a2h?2  Tangente: yry = p-(X + X7)
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