Nichtlineare analytische Geometrie -

Tangentialebene
Arbeitsblatt

6O Tangentialebene einer Kugel _
Eine Kugel besitzt in einem Punkt T nicht eine eindeutig definierte
Tangente, sondern unendlich viele Tangenten, die jeweils normal zum
Radius r sind. Alle diese Tangenten liegen in der sogenannten Tan-
gentialebene t. .

Fur die Tangentialebene tist der Vektor MT ein Normalvektor und der
Bertihrpunkt T ein Punkt der Ebene.
Die Normalvektorform einer Ebene nt-X =nt-T ergibt die Gleichung

der Tangentialebene Tt: MT-X=MT-T

> Beispiel:
Berechne die Gleichungen der Tangentialebene an die Kugel k [(1]|-2]4); 6] im Punkt T(5|2|6).
Losung:
MT = (4]14]2) ist ein Normalvektor der Tangentialebene T im Berlihrpunkt T.

Ermittle mit n-X =1 -T die Gleichung der Tangentialebene.

4 X 4 5
4 -(Y =(4]|-|2| © tu4x+4y+22z=4-5+4-2+2-6
2] \z 2] \6

Ta4x+4y+2z=40

Analog zur Gleichung der Kreistangente kannst du die Gleichung der Tangentialebene folgendermallen
angeben:

> Spaltform
MT-MX =r2 bzw. (T-M)-(X=M)=r2
Koordinatenform
(%1 = xm) - (X = Xpm) + (Y1 = YMm) - (Y = Ym) + (27 — 2M) - (2 — 2y) = 12

[ 1 ]! Berechne die Gleichung der Tangentialebene im Punkt T an die Kugel k.
a) k[M(0]0]0); 3], T(1]2]z;>0)
b) ki(x=1)2+(y-3)2+(z-2)2=9, T(x;>0]|1|4)

Berechne mithilfe der Spaltform die Gleichung der Tangentialebene an die Kugel k im Berihr-
punkt T.
a) ki(x=1)2+(y-3)2+(z+1)2=81; T(7|6]|-7)
b) k [M(2]-2|5); 3]; T(0]-1|7)

Gib die Gleichung der Tangentialebene an die Kugel k im Beriihrpunkt T an.
a) kix2+y2+2z2=81; T(4|7|z;>0)
b) kix2+y2+2z2=4; T(0|0|z;<0)
¢) k[M(2]-1[5); 7]; T(5]y;>0]|7)
d) (x-8)2+(y—-4)2+(z-2)2=81; T(2]|y;<0]5)
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Ermittle jene Tangentialebenen an die Kugel k, die zur Ebene € par-
allel sind.
a) k[M(3|-5]1);6]; e:2x+4y+4z=11
b) kix2-8x+y2+z2+4z=-11; esx+2y+2z=7

Vertiefende Aufgaben

@ Berechne die Gleichung jener zu k konzentrischen Kugel, die die Gerade g beruhrt. Gib die Koordi-
naten des Beruhrpunktes an.
a) kix2-10x+y2+4y+22+2z2=-10; g: X=(11]|5|3) +t-(4]2]|1)
b) kix2-6x+y2-6y+2z2+2z+19=3; g: X=(5]|1|-4)+t-(1|1]-2)

@ | 6 | Fiir welchen Radius beriihrt eine Kugel mit Mittelpunkt M die gegebene Ebene .
Fiir welchen Radius schneidet die Kugel die Ebene und fur welchen Radius haben Kugel und Ebene
keinen gemeinsamen Punkt?
a) M(0]|0|0);e:x—2y+2z=12 b) M(3|-4|7); ee-2x+y+3z=15

® Bestimme jene Kugel k, die durch die Punkte P und Q geht und deren Mittelpunkt auf der Geraden
g liegt.
Tipp: Der Mittelpunkt der Kugel liegt in der Ebene €, die durch den Halbierungspunkt der Strecke
PQ geht und zu dieser Strecke normal ist.
a) P(1]4]4),Q(3]-2]0), g:X=(0]-5/0) +t-(3[32)
b) P(5/-1]2),Q(~1]1]0), g:X=(-3[-1]4)+s-(4]2|1)

® Gib die Gleichungen jener zwei Kugeln an, die durch die Punkte P,
Q und R gehen und den Radius r haben.
Konstruktiv kannst du die Aufgabe folgendermaflen losen:
(1) Ermittle die Halbierungspunkte der Strecken PQ und PR.
(2) Lege eine Normalebene auf die Strecke PQ bzw. PR durch den
jeweiligen Halbierungspunkt.
(3) Bestimme die Schnittgerade g, der beiden Normalebenen.
(4) Konstruiere eine Kugel k; mit dem Radius r und einem der drei Punkte P, Q, R als Mittelpunkt.
(5) Die Mittelpunkte der beiden gesuchten Kugeln erhaltst du durch Schneiden von k, mit g;.
Lose den konstruktiven Weg rechnerisch.
a) P(2]7]4),Q(5|41]4),R(5|7|1), r=9
b) P(2]2]|0),Q(2]0]|2),R(0]2]2), r=4
c) P(1]2]3),Q(0]0]0),R(-2|3]5), r=5
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Arbeitsblatt - Losungen

a) T(1]2]2); x+2y+2z=9 b) T(2]|1]4); x-2y+2z=8

a) 2x+y-2z=34 b) -2x+y+2z=13

{4

a) dx+7y+4z=81
b) z=-2

c) 3x+6y+2z=59
d) 2x+2y-z=-5

a) T:2x+4y+4z=26; 1,; 2x+4y+4z=-46
b) T;:x+2y+22=9; 1, x+2y+2z=-9

a) (x=5)2+(y+2)2+(z+1)2=17, T(3|1]1)
b) (x-3)2+(y—-3)2+(z+1)2=11, T(4|0]|-2)

a) Beriihrung bei r =4; Schnitt bei r > 4; kein gemeinsamer Punkt bei r < 4
b) Berlihrung bei r = 1,07; Schnitt bei r > 1,07; kein gemeinsamer Punkt bei r < 1,07

a) k[(6]1]4);34]
b) k[(1]1]5);v29]

a) M;(9]11]8); My(=1]1]-2)
b) M, (3,4]|3,4]3,4); M,(-0,8]-0,8|-0,8)
c) M;(-1,8/-1,9]4,2); M,(-2,4|4,4]0,2)
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