Folgen und Grenzprozesse

Die Zahl e ist irrational

Arbeitsblatt

Satz: Die Zahl e ist irrational.

Beweis:
Nimm fir diesen indirekten Beweis an, dass die Zahl e durch einen Bruch % dargestellt werden

kann. Wenn du durch diese Annahme auf einen Widerspruch st6f3t, kann die Annahme nicht richtig
gewesen sein.

Annahme: e ist eine rationale Zahl und Iasst sich in der Form e = % (mit p, g e N) darstellen.

Da 2 <e <3ist, und e keine natirliche Zahl ist, muss q> 1 sein. 1)

e=P |-q!
q

e-ql=p-[1-2:3-..-(q-1)]

e-q! ist als Produkt der natirlichen Zahlen p-[1-2-3-...-(q — 1)] sicher wieder eine natirliche
Zahl. 2)

FUr e gilt aber auch auch die sogenannte Reihenentwicklung:
17 1 1
e=1+1+—+—+—+
21 31 4l
Wenn du diesen Ausdruck fiir e einsetzt und wie oben mit q! multiplizierst, erhaltst du:
e.ql: 1+l+i+i+i+ .q'
) 1M 21 31 41 7T
+ ! +... )
q+1 (a+1)(q+2)

zwischen 0 und 1

=q+q+(3-4-...-q)+...+(q-1)-g+q+1+
naturliche Zahl

In dieser Darstellung fir e-q! ist
e der erste Teil als Summe von Produkten von natiirlichen Zahlen wiederum eine nattirliche
Zahl und
o der zweite Teil der Summanden sicher eine positive Zahl zwischen 0 und 1. Mit folgenden

Uberlegungen lasst sich zeigen, dass ihr Wert kleiner als % ist:

Wegen (1) ist g>1 und qeN. D. h. qist mindestens 2. Daher gilt fiir die weiteren Summanden
der zweiten Teilsumme in (3):
1 1
< —
q+1 3
1 1
— < —
(g+1)-(g+2) 3-3
1 - 1
(q+1)-(g+2)-(9q+3) 3-3-3

usw.
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Die Summe + L +... muss daher kleiner sein als die Summe der unendlichen geo-
q+1 (9+1(q+2)
metrischen Reihe l+i2+i3+..., da L + L +...S1+i2+i3+... ist.
3 3 3 g+1 (g+1)(g+2) 3 3 3
Fir die Summe einer unendlichen geometrischen Reihe gilt: s =b, %
-q

Das heilf3t: s:lL:lol:lE:l und somit ist + L + <l 4)

3 1_1 32 32 2 g+1 (g+1)(g+2) 2

3 3

Folgerung 1:

Aufgrund von (2) ist e-q! das Produkt der natirlichen Zahlen p-[1-2-3-...-(q — 1)] sicher wieder
eine natlrliche Zahl.

Folgerung 2:
Aufgrund von (3) und (4) ist e-q! gleich
qgl+q'+(3-4-...-q)+...+(q-1)-g+g+1+ 1+ 11 5 +...
natarliche Zahl arl @+ :(q+ )
<7
2

Das heildt e-q! ist die Summe aus einer nattrlichen Zahl und einer positiven Zahl kleiner % .

Folgerung 1 und Folgerung 2 widersprechen einander. Somit fuihrt also die urspriingliche Annahme,
dass e eine rationale Zahl ist, auf einen Widerspruch und muss verworfen werden.

e kann nicht als Bruch % dargestellt werden und ist somit irrational!
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