Folgen und Grenzprozesse

Rechenregeln fur konvergente Folgen

Arbeitsblatt

> Beim Ermitteln von Grenzwerten konvergenter Folgen werden intuitiv einsichtige Rechenregeln ver-
wendet. Diese Satze vereinfachen das Rechnen, miissen aber — streng mathematisch gesehen — auch be-
wiesen werden.

Anmerkung:

Beim Beweis von Grenzwertaussagen kann stets 0 < ¢ <1 vorausgesetzt werden. Wird ein Beweis namlich
fur ein kleines” € (also € < 1) gefiihrt, dann gilt er automatisch auch fir jedes grofiere €. Diese Vorausset-
zung ist bei Satz 3 von Bedeutung.

Grenzwertsatze Uber Nullfolgen

Satz 1: Ist lima, =0 und limb, =0, dann gilt lim (a, +b,)=0.

n—ow n—ow

Voraussetzungen:
Eine beliebige Zahl ¢ >0 wird gewahlt.
Wegen lim a, =0 gilt die Ungleichung |a, — 0] < &€ von einem bestimmten Index n. an fur alle

n>n.
Wegen lim b, =0 gilt die Ungleichung |b, — 0| <& von einem bestimmten Index m. an fur alle

n—ow

n>mg.

Fir den Beweis wird die Dreiecksungleichung verwendet.
[a+b|<]al+|b] mit a,beR
Beweis:
Eine beliebige Zahl € >0 wird gewahlt.
Wegen der Voraussetzung gibt es einen Index n,, sodass die Ungleichung |a,| < &/2 fir alle
n > ngp gilt.
Ebenso gibt es einen Index m,,, sodass die Ungleichung |b,| < &/2 fir alle n>mg, gilt.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt fir alle Folgenglieder a, und b,;

|an + bnl| < |an| + || (1)
Sei k der groRere der beiden Indizes ng» und mgp,.
Dann gilt fir alle n > k: |an| + |bn| <€/2 +€/2
Also lan| + |bal <& (2

Aus (1) und (2) folgt fur alle n > k: lan +bp| <€
Somit gibt es einen Index k, ab dem alle Folgenglieder der Folge (a, + b,) innerhalb
der e-Umgebung liegen. (a, + b, ist eine Nullfolge.

Satz 2: Ist lima, =0 und lim b, =0, dann gilt lim (a,—b,)=0.

n—o n—o0

Da die Dreiecksungleichung fir alle reellen Zahlen gilt, kann b durch (— b) ersetzt werden. Es gilt
daher: l[a—b|<|a| +|b| firalle a,beR
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Beweis (wie zu Satz 1):

Eine beliebige Zahl &€ > 0 wird gewahlt.

Es gibt einen Index n,, sodass die Ungleichung |a,| < &/2 flr alle n > ng, gilt.

Ebenso gibt es einen Index m,,, sodass die Ungleichung |b,| < &/2 fir alle n > m; gilt.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt fir alle Folgenglieder a, und b,;

[an = bn| < [an] + by (1)
Sei k der groRere der beiden Indizes ng» und mgp.
Dann gilt fur alle n > k: lan| + |bn] <€/2+¢€/2
Also |an] + [bn| <€ (2

Aus (1) und (2) folgt fiir alle n > k: lan—bn| <€
Somit gibt es einen Index k, ab dem alle Folgenglieder der Folge (a, — b,) innerhalb
der e-Umgebung liegen. (a, — b,) ist eine Nullfolge.

Satz 3: Ist lima, =0 und lim b, =0, dann gilt lim (a, -b,)=0.

Es gilt: la-b|=lal-|b|] fluralle a,beR

Beweis:

Eine beliebige Zahl € > 0 wird gewahilt.

Es gibt einen Index n,, sodass die Ungleichung |a,| < € fur alle n > n. gilt.
Ebenso gibt es einen Index m,, sodass die Ungleichung |b,| < € fur alle n > m, gilt.
Fur alle Folgenglieder a, und b, gilt:

|an : bnl = |an| ' Ibnl (1)
Sei k der grof3ere der beiden Indizes ng, und mg,.
Dann gilt fir alle n > k: lan] - |bn| <€-€
Also |an] - |bn] < €
Wenn €< 1 ist, dann ist e <e.
Also [an] - [bn| <€ (2)

Aus (1) und (2) folgt fur alle n > k: lan - by <€
Somit gibt es einen Index k, ab dem alle Folgenglieder der Folge (a, - b,) innerhalb der
€ -Umgebung liegen. (a, - b,) ist eine Nullfolge.

Satz 4: Ist lim a, =0, dann gilt lim (k-a,)=0 mit keR.

n—o

Es gilt: la-b|=|a|-|b|] firalle a,beR
Beweis:
Eine beliebige Zahl € > 0 wird gewahlt.
1.Fall: k=0
Wegen der Voraussetzung gibt es einen Index n,, sodass die Ungleichung
lan] < €/|k]| furalle n>n;
gilt.

Daraus folgt fur alle n > n.:
|k - an| = [K| - |an| < [K| - &/|K|
Also |k -an <e
Somit gibt es einen Index n,, ab dem alle Folgenglieder der Folge (k - a,) innerhalb der
e-Umgebung liegen. (k - a,) ist eine Nullfolge.
Im 2. Fall mit k =0 ist die Aussage trivialerweise richtig.
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Grenzwertsatze Uber konvergente Folgen

Satz 5: Ist lima, =a und limb_ =b, dann gilt lim (a, +b,)=a+b.

n—oo n—o

Voraussetzung:
Wenn a Grenzwert der Folge (a,) ist, dann ist die Folge (a,—a) eine Nullfolge.
Wenn b Grenzwert der Folge (b,) ist, dann ist die Folge (b, —b) eine Nullfolge.

Beweis:

Wegen Satz 1 ist die Folge ((a,—a) + (b,— b)) eine Nullfolge.

Da (ap—a) + (b, —b) =(a, + b,) — (a + b) gilt, ist auch {(a, + b,) — (a + b)) Nullfolge.
Deshalb gilt lm (a,+b,)=a+b.

Satz 6: Ist lima, =a und lim b, =b, dann gilt lim (a, —b,)=a—b.

n—o n—o0

Voraussetzung (wie bei Satz 5)

Beweis:
Wegen Satz 2 ist {(a,— a) — (b,— b)) eine Nullfolge ebenso wie ((a,— byp)— (a — b)).
Deshalb gilt lim (a, -b,)=a-b.

n—o

Satz 7: Ist lim a, =a, dann gilt lim (k-a,)=k-a mit ke R.

nN—o n—o

Voraussetzung (wie bei Satz 5)

Beweis:
Wenn (a, —a) Nullfolge ist, dann ist wegen Satz 4 auch (k-(a, —a)) bzw. (k-a,—k-a) Nullfolge.
Daherist k-a Grenzwert der Folge (k-a,).

n—o0 n—ow

Satz 8: Ist lim a, =a und lim b, =b, dann gilt lim (a,-b,)=a-b.

Voraussetzung (wie bei Satz 5)

Beweis:
Es soll gezeigt werden, dass (a,-b,—a-b) Nullfolge ist.
Dazu wird der Ausdruck umgeformt: Rechne nach, dass die rechte Seite die linke Seite ergibt.
a,"b,—a-b=(a,—a)(b,—b)+a-b,+b-a,—2-a-b
Far den Grenzwert gilt daher:
lm(anbn —ab) = lm[(an —-a)(b, —b) +ab,+ ba, —2ab]

Wegen Satz 5 gilt:
=1lim|[(a, —a)(b, —b)]+lim(ab,)+ lim(ba,)—2ab

Wegen Satz 3 gilt:
=lim(a, —a)-lim(b, —b)+ lim(ab, )+ lim(ba,)—2ab

=0+lim(ab, ) + lim(ba, ) — 2ab

Wegen der Voraussetzung und Satz 7 gilt:
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=0+ab+ba-2ab=0
Da (a,-b,—a-b) Nullfolge ist, gilt lim (a,-b,)=a-b.

n—o0 n—o0

Satz 9: Ist lim b, =b, dann gilt lim ;—:% mit b, #0 und b =0.

Voraussetzung (wie bei Satz 5)

Beweis:
Es gilt:

1__1 _|b_bn|_|bn _b|_ |bn _b| _ 1
b, b| |bb | |bb| |bbl |bb
Da |b,| > 0 fir alle n gilt, gibt es eine reelle Zahl c mit 0 <c < |b|,

sodass |b,| > ¢ fir fast alle n gilt.
Daraus folgt:

Hm—w 1)

11
b,b| “c-|b]
1 1
PERAC T
Wegen (1) gilt:
1 1 1
E’E‘cwmwm‘w

Da (|b, - b]) Nullfolge ist, ist wegen Satz 4 auch <$-|bn —b|> Nullfolge.

Daher ist <

1.1 Nullfolge und 1 Grenzwert der Folge 1 .
b b b b

n n

Satz 10: Ist lima_=a und limb_ =b, dann gilt lim a_n:% mit b_ %0 und b 0.

n—w n—w n>» p

Beweis:

Es ist g .—.
Nach Satz 8 ist daher

ca, . 1 . 1 1
lim —=lim|a,-—|=lima,-lim—=a-lim —
b, b

n—owo n—w
n

(wegen Satz 9)

a
=a- —
b

[o 2 N
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