2 Analytische Geometrie

Gleichungssysteme

Bevor wir in das Thema analytische Geometrie einsteigen, wollen wir das Losen
linearer Gleichungssysteme behandeln. Besonders das Additionsverfahren wird
dir fiir viele Aufgabensituationen ein wichtiges Hilfsmittel sein.

ZENTRALE BEGRIFFE

© Lineares Gleichungssystem (LGS): Beliebig groRe Menge linearer Gleichun-
gen, bestehend z. B. aus zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten (2x2) oder
aus drei Gleichungen mit vier Unbekannten (3x4).

© Losbarkeit: LGS konnen entweder keine, eine oder mehrere Losungen haben.
Die maximale Anzahl an Losungen hangt von der Art des LGS ab.

© Losung eines LGS: Diejenigen Werte, fiir die jede der n Gleichungen zugleich
erfillt ist.

O liberbestimmtes LGS: Anzahl der Gleichungen ist groRer als Anzahl verschie-
dener Variablen.

© unterbestimmtes LGS: Anzahl der Gleichungen ist geringer als Anzahl ver-
schiedener Variablen. Meist gibt es dann eher einen Losungsbereich anstatt
konkreter Losungen.

© Geometrische Interpretation: Die Losungen eines 2x2 LGS entsprechen den
Koordinaten des Schnittpunktes der Graphen beider linearer Funktionen, bei
3x3 entsprechend den Koordinaten des Schnittpunktes dreier Ebenen im
Raum.

B E 1S P 1 E L. | —

Gegeben sind folgende Gleichungssysteme. Entscheide jeweils, ob das LGS
unterbestimmt oder liberbestimmt ist oder keiner der beiden Falle vorliegt.

a)l: 6a+12b=30 b)l: 2x+3y+6z=5 ¢l x+ y=10
Il: 3a+ 3b=9 Il: -2x+3y-4z=1 I x+2y=16
Il: 3x-5y=-18

a) Weder unter- noch iiberbestimmt, da die Anzahl der Gleichungen der Anzahl
der Variablen entspricht.

b) Unterbestimmt, da es weniger Gleichungen als Unbekannte gibt.

c) Uberbestimmt, da die Anzahl der Gleichungen groRer ist als die Anzahl der
Variablen.
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Ubersicht zu den LGS

LGS-
Typ

1 Gleichung 1 Gleichung
2 Variablen 1 Variable

1 Gleichung
3 Variablen

2 Gleichungen
1 Variable

2 Gleichungen
2 Variablen

Losungsvorschlag

Einsetzungs-
verfahren
Ordnen, gegebe-
nenfalls Variable
ausklammern
und die Variablen
berechnen.

Einsetzungs-
verfahren

Ordnen, eine der
Variablen isolieren
und berechnen (in
Abhangigkeit zu der
anderen Variablen).

Zwei der Variablen
beliebig (aber sinn-
voll) einsetzen und
die dritte Variable
berechnen.

Aus 1. Gleichung
Variable berechnen
und das Ergebnis in
die 2. einsetzen.

Gleichsetzungs-
verfahren

Eine Variable elimi-
nieren, die andere
Variable berechnen.

typisches
Vorkommen

Schnitt Gerade-
Ebene in Koordi-
natenform

Schnitt Ebenein
Parameterform
mit Ebene in Ko-
ordinatenform

Aufsuchen von
Punkten auf einer
Ebene in Koordi-
natenform,
Vektor orthogo-
nal zum gegebe-
nen Vektor

bei drei Gleichun-
gen und zwei
Variablen

haufigstes LGS
der Analysis, z. B.
Schnitt zweier
Geraden

Gleichungssysteme

Beispiel

E: 2X,-2%,-%3=0;

N 2 4
g X=|-5|+t[-2
3 1

= 2(2+4t)-2(-5-2t) - (3+1)=0

= t=-1= 5(-2|-32)

Ei: 2%, +X,+3%3-12=0

R 0 -1
Ey: X=|-2|+r|-3
7 4

EdS]

3
=5
9

= 2(-r+3s)+(-2-3r-55s)
+3(7T+4r+9s)-12=0

r=—4s-1
1 7
S gX=[1]+s| 7
3 =7

E;: 2X+X,+3%3-12=0 mit

X;=1, X3=5 = P(-2|1|5);

L

1
2
3

a
b
c

= a+2b+3c=0 mit

_ - -_3
a=1,b=2>c= 2

2x-3=5; -x+4=9 ausGlei-
chung1 = x=4 eingesetzt =
-4+4=9 also 0=9 und damit

keine Losung

y=2Xx+4; y=-x+5

= 2X+4=-x+5 = 3x=1

1 14 1|14
= x=2 D y=—t = §[=[2
"= TYES 5(3 3)
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2 Analytische Geometrie

LGS-
Typ

2 Gleichungen
3 Variablen

3 Gleichungen
1 Variablen

3 Gleichungen
3 Variablen 2 Variablen

3 Gleichungen

3 Gleichungen
4 Variablen
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Losungsvorschlag

Eine Variable
eliminieren, ergibt
eine Gleichung mit
zwei Variablen.
Dann Bestimmung
einer Variablen in
Abhangigkeit der
anderen.

Aus einer Glei-
chung die Variable
berechnen und in
beide anderen Glei-
chungen einsetzen.
Lésung nur, wenn
alle Gleichungen
erflllt sind.

Aus zwei Gleichun-
gen mit zwei Varia-
blen die Variablen
berechnen und in
die dritte Gleichung
einsetzen.

Additions-
verfahren

Durch Eliminieren
der Variablen liber
zwei Gleichungen
mit zwei Variablen
auf eine mit einer
Variablen.

Additions-
verfahren

Uber zwei Glei-
chungen mit drei
Variablen und eine
Gleichung mit zwei
Variablen.

typisches
Vorkommen

Schnitt zweier
Ebenen in Koor-
dinatenform, Be-
stimmung eines
Normalenvektors
einer Ebene in
Parameterform

Nachpriifen, ob
ein gegebener
Punkt auf der Ge-
raden liegt.

Schnitt zweier
Geraden, lineare
Unabhéngigkeit
dreier Vektoren

Schnitt Gerade
mit Ebene in
Parameterform

Schnitt zweier
Ebenen in Para-
meterform

Beispiel

E: X=[2]|+t +s

1
2
1

3
1
1

3n,+n,-n3=0

n,-n,-n;=0
= 2n;+2n,=0
= n,=-n; N;=2n,

+t

L1
P(2]-1]3); g x=|2
3
I 2=1-2t
= Il -1=2+t
Il: 3=3+4t
= keine Losung
I: 3+ t=4-5
=l -2+2t=-2s
: 1-3t=2+s
= s=2,t=-1
I: 3+r+3s=-t
= Il 3+r-3s5=2-3t
i 1-r- s=7+4t
o= 1

-

3+r+3s=-u+3v

3+r-3s=-2-3u-5v

1-r-s=7+4u+9v

VER; s=0; r=-2+7v; u=-1-4v

|

-2
1
4




Gleichungssysteme

Einsetzungsverfahren

Wenn du in der Lage bist, Terme sicher fiir Variablen einzusetzen, wird dir das

Einsetzungsverfahren nicht schwer fallen.

@ Du wabhlst eine der Gleichungen aus und formst diese nach einer
Unbekannten um.

@ Du setzt den Wert der Variablen in die andere Gleichung ein.

® Du vereinfachst soweit wie moglich und berechnest den Wert der ersten
Variablen.

@ Du setzt den gerade berechneten Wert in eine der Gleichungen ein und
berechnest den Wert der anderen Variablen.

= BEISPIEL

Lose das LGS mit dem Einsetzungsverfahren. Mache anschlieRend eine Probe
und beurteile abschlieRend, inwieweit das Einsetzungsverfahren effizient an-
wendbar war.

I: 6a+12b=30

II: 3a+ 3b=9

Losung:

I:3a+3b=9 [:3 Auswahlen und Umstellen einer Gleichung
Il: a+b=3 |-b nach einer Variablen

11: a=3-b

a=(3-b)inl:

1:6(3-b)+12b=30 Ersetzen der Variable a durch (3 - b)

l: 18-6b+12b=30
I 18+6b=30 |-18

6b=12 |6
b=2
Zusammenfassen liefert b=2

b=2in(z.B.) I Einsetzen von b=2 in eine beliebige Glei-
3a+6=9 |-6 chung

3a=3 |:3

a=1 Umformen liefert a=1

L=(1]2) Lésungsmenge notieren
a=1,b=2inl: Probe durch Riickeinsetzen der berechneten
3+6=9 Variablen in allen Gleichungen.

9=9 Wahre Aussagen zeigen korrekte Losungen.

Fazit: Da sich Gleichung Il recht schnell nach einer Unbekannten umformen lieR,
konnte das Einsetzungsverfahren sinnvoll angewendet werden.
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